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Chapitre 1

QUELQUES RAPPELS

1.1 Somme de sous-espaces vectoriels

Soient F un K-espace vectoriel, n € N*, n > 2 et Ey, Es, ..., F, des sous-espaces

vectoriels de E. On pose

Ex+E+ -+ E,={ueE/I(u, - ,uy) €E By X By X -+ X E, u=uy+--+u,}.

Proposition 1.1.1 F; + Es + --- + E,, est un sous-espace vectoriel de E.
C’est le sous-espace vectoriel de E engendré par | J;_, E;.
C’est par définition le sous-espace de E, somme des sous-espaces F;, 1 =1,....,n.

Preuve
Posons F' = E; 4+ Es + ...+ E,. 1l est clair que F' est un sous-ensemble de E.
i) On a

Op=0g+0p+...+0p

nfois

et nous savons que Og € E; pour tout ¢ =1,...,n, donc Og € F,

ii) Soient A € K et u, v € F. Alors u s'écrit w = uy + -+ + u, avec u; € E;, i = 1,...
le vecteur v s’écrit v = vy 4+ ---+ v, avec v; € E;, 1 = 1,...,n. Pour tout « = 1,...

u; + Av; € B; car F; est un sous-espace vectoriel de E. On a

n

u+Av = Z(ui—i-/\vi)

i=1

avec u; + Av; € E; donc u+ Av € F.

, M.
7n7
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Définition 1.1.1 La somme F' = E; + Es + -+ - + E,, est dite directe si
Vu € F, il existe un unique n-uplets (uq,...,u,) € Ey X -+ X E, tel que

u=u;+---+u,
On écrit alors F=E, o E,®--- D EF,,.

SiE=FE ®FE,®- - ®F,, ondit que le K-espace vectoriel E est somme directe des
sous-espaces Ey, Fsy, ... E,.

Proposition 1.1.2 La somme F = E1 + FEy + --- 4+ E,, est directe si et seulement si

V(ug,...;up) €y X+ X By, up+--4u,=0 = Vi=1,...,n, u;=0.

Preuve (Exercice!)

Sous-espaces supplémentaires®

Définition 1.1.2 Soient E un K-espace vectoriel et Ey, Fy deuxr sous-espaces vectoriels
distints de E.

On dit que Ey et Ey sont des sous-espaces supplémentaires de F si = F, & F,, c’est
a dire que pour tout vecteur uw € E, il existe un unique couple (uy,us) € FEy X Ey tel que
U = U + Us.

Proposition 1.1.3 Soient E un K-espace vectoriel et Ey, Es deux sous-espaces de E. Alors

E:El@EQ = E:E1+E2 et ElﬂEgz{O}

Preuve

Supposons F = E; @ Fs. 1l est évident que E = E1 4+ E5. Soit v € By N Ey. Alors u € E; et
u € FEy. On a O +u = u + 0g. L’'unicité de I’écriture dans E; @ Es implique que u = O,
donc Ey N Ey = {0g}. Réciproquement, supposons E = E; + Ey et Ey N Ey = {0g}. Pour
tous vecteurs u; € Eq, us € Fs tels que u; + us = 0g, on a u; = —uy. Donc u; € Fy N Es.
Comme Fy N Ey = {0g} alors uy = 0g et uy = 0g. La somme F; + E5 est donc directe.

Exemples

1) E =R? Posons e; = (1,0), e = (0,1), w = (1,1)
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— les deux sous-espaces vectoriels F} =< e; > et Fy, =< ey > sont supplémentaires dans
E. En effet, tout vecteur v = (z,y) € R? s’écrit de maniere unique sous la forme
v=1mey)+ yes.

— les deux sous-espaces vectoriels F} =< e; > et F3 =< w > sont supplémentaires dans
E. En effet,

) Vo= (r,y) eR*onav==(r—yle, +yw € F, + .

ii) pour tout w € Fy N F3, on a u € Fy et u € Fy. 1l existe alors x,y € R tels
que u = z(1,0) et w=1y(1,1). On a donc

T (170) =Y (17 1)7

c’est a dire (z,0) = (y,y). Il s’ensuit que = = y et y = 0. D’ou u = 0. Par conséquent
Fi N F; = {0},
2) Dans E = R?, on pose e = (0,0, 1). Les sous-espaces vectoriels F' = R? x {0} et G =< e >
sont supplémentaires.

Remarque 1.1.1 Lorsque F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, pour prouver que
F NG ={0g}, il suffit de montrer l'implication u € F NG = u = 0g. L’autre implication

étant évidente puisque, F'N G étant un sous-espace vectoriel de E, il contient le vecteur nul
de E.

Exercice 1.1.1 On considére le R-espace vectoriel E = A(R,R) des fonctions définies
sur R.

a) Montrer que les sous-ensembles P des fonctions paires et I des fonctions impaires sont
des sous-espaces-vectoriels de E.

b) Montrer que ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans E.

Exercice 1.1.2 Soient E = R[X] et P un élément non nul de E. Montrer que les sous-
ensembles

F={QecFE/deg(Q) <deg(P)} et G={QeFE/IMecFE Q=PM}
sont deuz sous-espaces vectoriels supplémentaires de R[X].

Théoréme 1.1.1 Soit E un K-espace vectoriel. Alors tout sous-espace vectoriel de E admet
au moins un supplémentaire dans E.
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1.2 Espaces vectoriels de dimension finie

1.2.1 Notion de dimension

Définition 1.2.1 Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie sl est engendré par
un nombre fini d’éléments de E. Autrement dit, [’espace vectoriel E est de dimension finie
s’il existe des vecteurs vy, ..., v, de E tels que tout vecteur de E s’écrive comme combinaison
linéaire des vecteurs v;, 1 =1,...,n.

Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Théoreme 1.2.1 Tout espace vectoriel E de dimension finie admet au moins une base. Plus
précisement, toute famille génératrice finie de E admet au moins une sous-famille qui est
une base de E.

Théoréme 1.2.2 Soit E un espace vectoriel. Alors toutes les bases de E ont le méme
nombre d’éléments.

Définition 1.2.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension
de E le nombre de vecteurs dans une base quelconque de E.

Ce nombre est noté dimg E (ou dim E' si aucune confusion sur le corps de base K n’est a
craindre).

Si E n’est pas de dimension finie, on dit que E est de dimension infinie.

Exemples

Soit K un corps commutatif.
1) En examinant les bases canoniques des K-espaces vectoriels K", n € N*, on constate que

dimpge K" =n
Cet exemple est excessivement important !
2) pour tout n € N*, on a dimg K,[X] =n+ 1.
3) L’espace vectoriel K[X]| est de dimension infinie.
Remarque 1.2.1 On a dim¢c C = 1, dimg C = 2, de méme dimec C" = n et dimg C™* = 2n.

Ce qui nous montre que le corps de base est d’une importance fondamentale dans le calcul
de la dimension d’un espace vectoriel.
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Théoréme 1.2.3 (de la base incompléte)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dim E = n. Si (vq,...,v,) est un systéme
de vecteurs libres de E tel que p < n alors il existe des vecteurs wy,...,w, de E tels que
n=p+qetB=(v1,...,0p,wn,...,w,;) soit une base de E.

1.2.2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoréme 1.2.4 (du sous-espace) Soit E un espace vectoriel et F' un sous-espace de E. On
suppose que E est de dimension finie. Alors

i) F est de dimension finie

ii) On a linégalité dim F < dim E.

iii) dim F' =dim F < F = E (fondamental!).

On dispose aussi de la formule de Grassmann suivante.

Théoreme 1.2.5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient Ey et Fy deux
sous-espaces vectoriels de E. On a la relation

Corollaire 1.2.1 Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient Ey et E; deux
K -sous-espaces vectoriels de E dont la somme est directe. Alors on a la relation.

De plus si By est une base de E; et By est une base de FEo alors By U By est une base de

B, @ By

Corollaire 1.2.2 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et £y, Es, ..., E, des
K -sous-espaces vectoriels de E.
La somme E) + FEy + ... + E, de sous-espace vectoriel de E est directe si et seulement si

p
dim(Ey + Ey + ...+ E,) = _dim E;
=1

Dans ce cas, si pouri = 1,...,p, B, est une base de E;, alors B = J_, B; est une base
d€E1+EQ+...+Ep.
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Exercice 1.2.1 Dans R*, on considére les vecteurs u = (1,0,1,0), v = (0,1,—1,0), w =
(1,1,1,1), 2 = (0,0,1,0), y = (1,1,0,—1). Soient F =< u,v,w > et G =< x,y >. Quelles
sont les dimensions de F, G, F+G ¢ En déduire la dimension de F NG.

Exercice 1.2.2 Dans R*, on considére le sous-espace vectoriel Ey engendré par {x, y, z}
avec x = (1,1,1,1), y = (2,2,2,6), z = (0,2,4,4) et le sous-espace vectoriel Ey engendré
par {u, v} avec u = (1,0,—1,2) et v = (2,3,0,1). Calculer la dimension de E; + Es.

1.2.3 Notion de rang

Définition 1.2.3 Soit E un K-espace vectoriel et S = (vy,...,v,) un systéme de vecteurs
de E. On appelle rang de S, et on note rg(S) la dimension du sous-espace vectoriel de E
engendré par S. Autrement dit :

rg(S) =dimg < vy,...,0, > .

Cette définition a bien un sens puisque par construction méme, < vy, ..., v, > admet
une famille finie de générateurs, il est donc de dimension finie.

Définition 1.2.4 Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : B — F
une application linéaire. Par définition, le rang de f, noté rg(f), est

rg(f) = dimg Im f.

Théoréme 1.2.6 (Théoréme du rang)
Soient E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F wune application

linéaire. Alors on a
dim £ = dimker(f) 4+ dim I'm(f)

c’est a dire que dim E = dimker(f) + rg(f).

Proposition 1.2.1 Soient E, F' des K -espaces vectoriels de dimension finie tels que dim F =
dim F' et f: E — F une application K-linéaire. On a les équivalentes :

[ est surjective < f estinjective < fest bijective.

Preuve
Prouvons que f surjective = f injective.
Suppposons [ surjective. Alors Imf = F. D’apres le théoreme du rang, on a

dim F = dimker(f) + dim Im(f) (%)
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Il s’ensuit que dimker(f) = 0 (car dim £ = dim F'), d’ou ker(f) = {0g}. Papplication f est
donc injective.

Prouvons que f injective = f Dbijective.

Supposons f injective. Alors dim ker(f) = 0. La relation (x) implique que dim F = dim Im/(f).
Comme dim F' = dim E alors Im(f) = F. L’application f est donc surjective. f étant a la
fois injective et surjective, elle est donc bijective.

Il est clair que f est bijective = f est injective.

En somme f surjective < f injective << f bijective.

1.2.4 Caractérisation des bases en dimension finie

On dispose des résultats importants suivants.

Théoréme 1.2.7 Soit E un K-espace vectoriel et (vy,...,v,) un systéme de vecteurs de E.
1) Si(v1,...,vp,) est un systéme de vecteurs libres alors p < dimg E.
2) Si(vi,...,v,) est un systéme générateur de E alors p > dimg E.
3) (vi,...,v,) est une base de E alors p = dimg E.
4) Sip>dimg E alors (vy,...,v,) est un sytéme de vecteurs liés.
5) (vi,...,v,) libreet p=dim E <&  (vy,...,v,) est une base de E.
6) (v1,...,v,) sytéme générateur de E etp=dim £ < {v1,...,v,} est une base de E.

Preuve (cf. cours magistral)

Exercice 1.2.3 1) On considére dans R? les vecteurs vy = (—1,1,1), v, = (1,—1,1), v3 =
(1,1, —1). Montrer que (vy, v, v3) est une base de R>.

2) Méme question dans R* avec les vecteurs

w = (1,2,-1,2), us = (2,3,0,—1), uz = (1,2,3,4), us = (1,3, —1,0).

1.3 Matrice d’une appplication linéaire

Théoreme 1.3.1 Soient E, F' des K-espaces vectoriels.
St dim E < +o0 alors toute application linéaire f : E — I est complétement déterminée
par la donnée des images des vecteurs d’une base quelconque de E.

Preuve
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Soientn =dim E et B= (ey, ...,e,) une base de E.
Pour tout vecteur x € E, on sait qu’il existe des scalaires x4, ..., x, € K tels que

n
T = E Tk. C.
k=1

Alors comme [ est une application linéaire on a

n

f(x) = Z r-f(er).

k=1

Théoréme 1.3.2 Soient E, F' des K-espaces vectoriels tels que dim E < +oo (i.e E est
de dimension finie). Soit B = (e1, ea,...,e,) une base de E et f : E — F une appli-
cation linéaire. Alors limage Im(f) de f est le sous-espace vectoriel de F engendré par

fler), fle2), ..., f(en). Autrement dit on a

Im(f) =< f(el)v f(€2)7 T f(en) >

Preuve

Il est évident que
< fler), flea), ..., flen) >C Im(f)

car chaque f(e;), i =1, ...,n est un élément de Im(f) et Im(f) est un sous-espace de F.

Pour tout y € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Dans la base B, le vecteur x
s’écrit
r=2x1€1+x96+...+x,€,

On a alors
f(x) =1 fler) + a2 fle2) +... +xnf(en) €< fler), fle2), ..., flen) >
Douy € < f(er), f(ea), ..., flen) >.

En somme, on a

Im(f) =< f(el)v f(€2)7 T f(en) >

Définition 1.3.1 Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie, m = dim E et
n=dimF, et f: E — F une application linéaire. On note B = (e, ...,en) une base de
EetB =(é,...,¢,) une base de F.
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Pour tout j = 1,...,m, le vecteur f(e;) se décompose sur la base B, c¢est & dire qu’il
existe des scalaires a;;, i = 1,...,n tels que
fleg) = aié;.
i=1

La matrice de type (n,m) associée o f relativement auz bases B et B et notée My 5(f)
est la matrice

My 5(f) = (ai), i=1,...,n; j=1,...,m.

C’est exactement la matrice de type (n,m) dont le j-éme vecteur colonne est composé des
coordonnées du vecteur f(e;) dans la base B'.

@11 ... A1 ... OGim €1
MB,,B(f) = Qi1 oo Qi oo Ay, €;
Qp1 --. Apj ... Apm €n

Si E=F et B= B on note cette matrice Matg(f). Cest dans ce cas une matrice carrée,
appelée la matrice de [’endomorphisme f dans la base B.

Exemple

Soit B = { ey, s, e3 } la base canonique de R? et B = { €1, és, €3, €4} la base canonique
de R*.

L’application f : R — R* définie par f(z,y,2) = (x +y, 2 — 22,y + 52,2 + 32) est une
application linéaire. On a

f(el) = (1, 1, 0, 3) = é1 + é2 + 3é4

f(eg) = (]., O, 1, 0) = él + ég.

f(eg) = (0, - 2, 57 1) =2 é2 + 5é3 + é4.

La matrice My 5(f) est

11 0
10 -2
MysD=10 1 5
30 1

Remarque 1.3.1 Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie, m = dim E et
n=dimF, et f: E — F une application linéaire. On note B = (e, ...,en) une base de
E et B = (é1,...,é,) une base de F. On note A = (a;;) la matrice de f relativement auzx
bases B et B'. Soit v € E et y = f(x).
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On sait que le vecteur x s’écrit @ = Y " x;e; dans la base B et le vecteur y s’écrit
y ="y é dans la base B

x n

St X = : est le vecteur colonne associé a x et Y = : le vecteur colonne as-

Tm Yn
soci€ a y alors

y=fz) & Y=AX

Autrement dit, on a

U1 aix ... Qi ... Qim X1
Yi = (0 I £ 7 N ¢ 277} ZT;
Yn ani ... Qpj ... Qpm Tm

Remarque 1.3.2 Toute matrice A de type (n,m) a coefficients dans K est la matrice d’une
application linéaire de K™ dans K" relativement aux bases canoniques de K™ et K.

Théoreme 1.3.3 Soient E/, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Sotent f : B —
F et g: E — F deuz applications linéaires. On note B une base de E et B une base de F.
Si A est la matrice assocée & f relativement auz bases B et B et B est la matrice de g
relativement auz bases B et B alors la matrice associée & f + g relativement aux bases B et
B est

Matg 5(f +9) = A+ B.

Théoreme 1.3.4 Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f : B —
F une application linéaire et A\ € K. On note B une base de E et B une base de . Si A est
la matrice de f relativement auz bases B et B est alors la matrice de X f relativement aux
bases B et B’ est

Matyy 5(A f) = AA.

Théoreme 1.3.5 Soient E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f :
E — F etg: F — G deuz applications linéaires. On note B une base de E et B une
base de F' et B' une base de G.

Si B est la matrice de f relativement aux bases B et B' et A est la matrice de g relativement
auz bases B et B” alors la matrice de g o f relativement auz bases B et B est

Maty g(go f) = AB.
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Théoreme 1.3.6 Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, dim E' = m, dim F' =
n. Soit B une base de E et B une base de F. Alors

Uapplication ¢ : Lg(E, F) — My (K) définie par f — Mg 5(f) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

On en déduit que
dim Lx(E, F) = nm.

1.3.1 Matrices de passage

Définition 1.3.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim F.

On note B=(ey,..., e,) et B=(¢é1, ..., ¢é,) des bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B a la base B , la matrice P, carrée d’ordre n
dont la j-iéme colonne est formée des coordonnées du vecteur é; dans la base B, pour tout
7=1...,n.

Autrement dit si :

ijl,...,n, éj:Zpijei

on a alors
pin -+ Pij --- DPin
P = p;l p;j P;'n
nl - Dnj - Dnn

Exemple

Soit B = (1, €2, e3) la base canonique de R*. On considere les vecteurs
u:(l,/2,3), v=(-1,3,0),w=(1,0,1). )
Alors B = (u,v,w) est une base de R3. La matrice de passage de la base B & la base B est

1 -1 1
P=12 3 0
3 0 1

Théoreme 1.3.7 Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie. La matrice de passage
d’une base quelconque de E a une base quelconque de E est une matrice carrée inversible.



16 CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

Théoreme 1.3.8 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim E et f :
E — E une application linéaire. On note B = (ey,..., e,) et B= (é1, ..., é,) deuz bases
de E.

Si A est la matrice de f dans la base B et P la matrice de passage de la base B a la base B’
alors la matrice A" de f dans la base B est

A =plAPp

Exercice 1.3.1 Soit B = (ey, ez, e3) la base canonique de R®. On considére les vecteurs
u=(1,2,3), v :,(—1,3,0),10 =(1,0,1).
1) Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3.

On considére Uapplication linéaire f : R® — R3 définie par f(z,y,2) = 2x + 2, x +
3y, z—32)

2) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3
2) Déterminer la matrice de passage de la base B d la base B.

8) En déduire la matrice de f dans la base B’ .

Théoreéme 1.3.9 Si P est la matrice de passage de la base B & la base B alors la matrice
de passage de la base B d la base B est P~

Théoreme 1.3.10 Soient E, F' des K-espaces vectoriels de méme dimension (finie)
et [ E — F une application linéaire et A une matrice quelconque de f. Alors

[ byectif < A inversible

Définition 1.3.3 Deuz matrices A et B de type (n,m) sont dites équivalentes s’il existe
une matrice inversible R carrée d’ordre n et une matrice inversible S carrée d’ordre m, telles
que

B=RAS

Remarque 1.3.3 [’équivalence des matrices est une relation d’équivalence dans M, ,(K),
1.e qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.

Définition 1.3.4 Deux matrices A et B carrées d’ordre n sont dites semblables s’il existe
une matrice P carrée inversible, d’ordre n telle que

B=P'AP
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Remarque 1.3.4 Soient A, B, P € M, (K). On suppose P inversible. Alors

B=P'AP = VkeN, B=pltatp

Preuve (par récurrence)

1.3.2 Rang d’une matrice

Définition 1.3.5 Soit A € M, ,,,(K) une matrice.

On appelle rang de A et on note rg(A) le nombre mazimal de vecteurs colonnes (de A)
linéairement indépendants. Autrement dit, le rang de A est la dimension du sous-espace
vectoriel de K™ engendré par les vecteurs colonnes de A.

Théoréme 1.3.11 Pour tout A € M, »(K) on a
rg(A) = rg("A)

Corollaire 1.3.1 Soit A € M, ,,(K) une matrice. Le rang de A est la dimension du sous-
espace vectoriel de K™ engendré par les vecteurs lignes de A.

Remarque 1.3.5 1) Le rang de la matrice A € M,, ,,(K) est ezactement égal au rang de
Uapplication linéare f : K™ — K™ dont la matrice dans des bases de K™ et K" est A.

2) Pour tout A € M, ,(K) on a

rg(A) < min{n, m}
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Chapitre 2

VALEURS PROPRES ET
VECTEURS PROPRES D’UN
ENDOMORPHISME

Par la suite K = RouC.

Les matrices les plus simples sont certainement les matrices diagonales et les matrices trian-
gulaires supérieures (ou inférieures). Nous soulevons les 2 problemes suivants.

Probléme 1 :

f: E — FE étant un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie dim £ =
n € N*  peut-on trouver une base B de E telle que la matrice Mg(f) de f dans la base B
soit diagonale ?

Probleme 2 :

f + E — FE étant un endomorphisme de d'un K-espace vectoriel E de dimension finie
dim E' = n € N* peut-on trouver une base B de F telle que la matrice Mg(f) de f dans la
base B soit triangulaire ? (supérieure ou inférieure).

Dans ce cours, nous allons donner des conditions de diagonalisation des endomorphismes
(des matrices carrées) et des conditions de trigonalisation. Notons que le probleme 2 est
susceptible d’un certain nombre de raffinements, pour lesquels on impose a la matrice d’étre
un peu plus que triangulaire.

Définition 2.0.6 Soit f : E — E un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de di-

19
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mension finie dim E = n € N*. On dit que [ est diagonalisable si 'on peut trouver une
base B de E telle que la matrice Mg(f) soit diagonale.

Définition 2.0.7 Soit f : E — E un endomorphisme de d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie dim E'=n € N*. On dit que f est trigonalisable si [’on peut trouver une
base B de E telle que la matrice Mp(f) soit triangulaire.

Analysons le probleme 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dim £ = n € N*
et f: E — E un endomorphisme de F. Supposons qu'il existe une base B = (ey,...,e,)
de F telle que la matrice Mp(f) de f dans la base B soit

MO0 .00
0 .. - .
Mp(f) =1 . S
0 0 M\,

Ainsi, Vi € [[1,n]], f(e;) = A;e;. On peut donc dire que si une telle base B existe, elle est
alors formée de vecteurs v € E ayant la propriété suivante :

I eK, f(v)=Av.

2.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 2.1.1 Soit f : E — FE un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On
appelle vecteur propre de f, tout vecteur v € E tel que f(v) soit colinéaire a v, c’est a
dire,

IxeK f(v)=Av.

Notons que dans la définition précédente, il n’y a aucune restriction sur la dimension de
I’espace vectoriel E.

Définition 2.1.2 Soit f : E — E un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On dit
qu’un scalaire A € K est valeur propre de [ s’il existe un vecteur v de E/, non nul tel que

f(v) = Aw.

On dit alors que v est UN wvecteur propre de f associé a la valeur propre A\ ou que A est
LA wvaleur propre de f associée au vecteur propre v.
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Exemple

Soit E = C™°(R) I'espace vectoriel réel des fonctions infiniments dérivalbes sur R.

1) Soit ¢ : E — E T'application définie par f — f. Alors la fonction g définie par
g(x) = exp(bx) est un vecteur propre de ¢ et la valeur propre associée est A = 5.

2) Soit ¢ : E — F l'application définie par f —— f". Alors la fonction h définie par
h(xz) = cos(—bx) est un vecteur propre de 1 et la valeur propre associée est A = —25.

Définition 2.1.3 Soit E un K-espace vectoriel et f : E — E un endomorphisme de E.
I’ensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f, souvent noté Spec(f).

Remarque 2.1.1 Comme f(0) = 0, le vecteur nul est toujours un vecteur propre de f et
de plus, pour tout scalaire X € K, on a f(0) = X0. Dans ce cas, le scalaire dont on affirme
[’existence peut étre choisi arbitairement.

Supposons a présent que le vecteur v soit un vecteur propre non nul de f. Alors le sca-
laire de la définition 2.1.1 est unique. En effet, si f(v) = Mv et f(v) = Aav, on a alors
(A — X)) v =0, d’ot A\; = Ay puisque v # 0.

On peut donc énoncer la caractérisation suivante d’endomorphismes diagonalisables.

Proposition 2.1.1 Soit f : E — FE un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie n # 0. Alors f est diagonalisable si et seulement si il existe une base B de
E formée de vecteurs propres de f.

Il est conseillé de connaltre le contenu des exercices suivants.

Exercice 2.1.1 1) f: E — E un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On suppose
que X\ est une valeur propre de f. Montrer que pour tout entier n € N, \" est valeur propre

de f" ou f" = fo---0of.
n fois

2) f+ E — E un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. On suppose que f est nilpotent
( c-a-d Ik € N*,  f¥ = 0. Trouver les valeurs propres de f.

3) Soient f,g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. On suppose que v est un
vecteur propre de [ et de g. Montrer que v est un vecteur propre de f + g et de f og. Dans



22CHAPITRE 2. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES D’'UN ENDOMORPHISME

le cas ot v est non nul, quelles sont les valeurs propres associées a v pour f + g et fog.

4) f: E— E un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Montrer que

0 est valeur propre de f < f est non-injective.

2.2 Sous-espaces propres

Soit E' un K-espace vectoriel quelconque, f : E — E un endomorphisme de E. Soit
A € K un scalaire et v € E. On a les équivalences suivantes.

fw)=Av & (f—Xidg)(v)=0 <& wveker(f— Nidg).

On pose E) = ker(f — Midg). Ainsi, dire que A € K est valeur propre de f revient a dire
que E) # {0}. D’autre part, F) étant noyau d’endomorphisme de E, c¢’est un sous-espace
vectoriel de F.

Proposition 2.2.1 Soient \ et E un K-espace vectoriel quelconque, f : E — E un endo-
morphisme de E. On a

A valeur propre de f < E\ # {0}.

Définition 2.2.1 Soient E un K-espace vectoriel quelconque, f : E — E un endomor-
phisme de E et A € K. Si X est une valeur propre de f, le sous-espace Ey est appelé sous-
espace propre de [ associé a la valeurs propre A. On a

Ey={veE/fv)=Av}

Remarque 2.2.1 Soit E un K-espace vectoriel quelconque, f : E — E un endomorphisme
de E et A € K.

St A\ est valeur propre de  f alors dim E) > 1.

Proposition 2.2.2 Soient £ un K-espace vectoriel de dimensionn € N*, f : E — FE un
endomorphisme de E et A € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) X est valeur propre de f.

2) Ex# {0}

3) (f — Nidg) n’est pas injective

4) (f — Nidg) n'est pas bijective
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5) det(f — Nidg) = 0.

Exercice 2.2.1 1) Soit f I’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique
de R? est

2 0 4
A=\ 3 —4 12
1 -2 5

Déterminer le spectre de f et les sous-espaces propres de f.

Exercice 2.2.2 1) Soient € R et g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
canonique de R? est
cosf) —sind
B = ( sinf  cos@ )

Déterminer le spectre de g.

2) Soient § € R et h l'endomorphisme de C* dont la matrice dans la base canonique de

C? est
cosf —sinf
C_<sin9 cos 6 )

Détermaner le spectre de h.

Exercice 2.2.3 1) Soit E un K-espace vectoriel quelconque, f : E — E un endomor-
phisme de E. Soit X € K une valeur propre de f. Montrer que E\ est stable par f, c’est a
dire f(E)\> C E)\. A-t-on f(E/\) = E)\ ¢

2) Soit E un K-espace vectoriel quelconque, f, g deur endomorphismes de E. On suppose
que f et g commutent, i.e, fog=go f.
Montrer que tout sous-espace propre de f (resp. de g) est stable par g (resp. par f).

3) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f : E — E un endo-
morphisme de E. Caractériser les endomorphismes dont [’ensemble de vecteurs propres est
un sous-espace vectoriel de E.

(On pourra utiliser une base de cet espace).

Dans les exercices et dans le cas de faibles dimensions, on utilisera le plus souvent
'assertion 5) de la proposition 2.2.2 pour la recherche des valeurs propres. Ainsi, sera-t-il
nécessaire de calculer det(f — Aidg). D’ou la définition suivante.
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Définition 2.2.2 Soit n € N* et A une matrice carrée d’ordre n a coefficient dans K.

1) On appelle vecteur propre de A toute matrice colonne X (a n lignes) pour laquelle
il existe A € K tel que
AX =)2X.

2) On appelle valeur propre de A toute scalaire A € K pour lequel il existe un vecteur
colonne X, non nul tel que
AX =)X.

Définition 2.2.3 Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable si A est semblable
a une matrice diagonale,i.e, il existe une matrice carrée d’ordre mn, P inversible telle que
P~ AP soit une matrice diagonale.

Remarque 2.2.2 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien € N* et f: F — FE
un endomorphisme de E. Soit B une base quelconque de E. Alors

1) f est diagonalisable si, et seulement si, la matrice Mg(f) est diagonalisable.

2) Pour tout scalaire A € K et pour toute matrice A de f dans une base quelconque de
E ona
det(f — Nidg) = det(A — A\ 1,,).

Proposition 2.2.3 Soit A € M,,(K) et soit A € K. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) X est valeur propre de A
(i) A — X1, nest pas inversible
(iii) det(A— A1) = 0.

Preuve (exercice facile!).

C’est souvent le (iii) de cette proposition qui permettra de calculer les valeurs propres de la
matrice A. On calculera a cet effet det(A — A\ I,,) et on résoudra ’équation det(A—\1,,) = 0.

2.3 Polynéme caractéristique

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f : F — E un endomor-
phisme de E. Soit A = (a;;) la matrice de f dans une base quelconque de E.
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Notons que le déterminant det(A — X I,,) ne dépend pas de la matrice A de f. En effet,
si B est aussi une matrice de f dans une base de E, on sait qu’il existe une matrice carrée
inversible P d’ordre n telle que B = P"* AP. Ainsi A= PBP ! etona

det(A— X I,) = det(PBP™' — X I,,) = det P det(B — X I,,) det P~! = det(B — X I,,).

2.3.1 Définitions

Théoréme-Définition 2.3.1 Le déterminant det(A — X I,,) est un polynéme en X, c’est a
dire un élément de l'anneau K[X].

Le polynome Pa(X) = det(A — X I,) est par définition le polynéme caratéristique de la
matrice A (resp. de f).

Le polynome caractéristique de f est intrinséque. Il est souvent noté Ps(X).

-2 =2 1

Exercice 2.3.1 Soit A = -2 1 =2 une matrice carrée réelle. Déterminer les va-
1 -2 =2

leurs propres de A.

Notion de trace d’une matrice carrée

Définition 2.3.1 Soit A = (a;;) € M,,(K) une matrice carrée. On appelle trace de A et on
note Tr(A) le scalaire

TT(A) = i (0778
i=1

Propriétés de la trace

L’application trace définie sur M,,(K) et a valeurs dans K par Tr(A) = """ | a; pour toute
matrice carrée A = (a;j)1<i j<n st une forme K-linéaire, c’est a dire & valeurs dans K et on a :

) VA, Be M,(K), Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B).
HVAEK, VAE M (K), Tr(\A) = ATr(A).

Proposition 2.3.1 VA, B € M, (K), on a l’égalité
Tr(AB)=Tr(BA)
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En effet, soit A = (a;;) et B = (b;;). Notons ¢;; le terme général de la matrice A B. On sait

n
que ¢ = > p_y Gk by
La trace de la matrice A B est

comime

Z Z g by = Z Z g b = Z Z i @ik
i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
alors L
T?"(A B) = Z Z b/W ik
k=1 =1

Il n’est pas difficile de voir que le scalaire Zzzl Z?:l bi; a;r, est bien la trace de la matrice

B A car Z?:l br; a;, est le terme situé a la k-ieme ligne et a la k-ieme colonne de la matrice
BA . ,douTr(AB)=Tr(BA).

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — FE un endomorphisme
de E. Soit B une base de E. Par définition la trace de f est la trace de la matrice Mp(f) de
f dans la base B.

Proposition 2.3.2 La trace d’un endomorphisme est intrinséque, c’est a dire qu’elle ne
dépend pas de la base choisie. Autrement dit, 2 matrices carrées semblables ont la méme
trace.

Preuve

soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — E un endomorphisme. Soit
A la matrice de f dans une base B de E et A" la matrice de f dans une autre base B de E.
Notons P la matrice de passage de la base B & la base B'. On sait que I'on a I’égalité

A=P AP
olt P est la matrice de passage de la base B & la base B. On a donc

Tr(A)=Tr(PYAP)=Tr(APP™Y) =Tr(A).

2.3.2 Quelques coefficients du polynéme caractéristique

Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans le corps K.
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Théoréme 2.3.1 Le polynome caractéristique Pa(X) de A est un polynome de degré n.
Son coefficient dominant est (—1)", le coefficient du terme en X" 1 est (—=1)""1Tr(A) et
son terme constant est det A. Ainsi, on a

PyX) = (—1)" X"+ (=1)" '"Tr(A) X" ' 4+ ... + det A.
En particulier, pour n =2 on a

Py(X) = X?*—Tr(A) X +det A.

Remarque 2.3.1 (important!) Considérons E un K-espace vectoriel de dimension finie
n €N et f: E— E un endomorphisme de E. Soit A la matrice de f dans une base de
E. Supposons que le polynome caratéristique de f soit scindé dans le corps K, c’est a dire

qu’il est de la forme
n

Pr(X) = ][O = X).

Alors,

i) la trace de la matrice carrée A est égale a la somme des valeurs propres de A (comptées
avec leur multiplicité!), i.e,

Tr(A)=> "\
i=1
ii) on a l’égalité

i=1

2.4 Notion de polynéme annulateur
Soit P(X) =y X™ + a1 X™ '+ ...+ a1 X + ap € K[X] un polynome.
Définition 2.4.1 On dit que P(X) est un polynéme annulateur de l’endomorphisme f
de E (resp. de la matrice A € M,(K)) si l'on a
P(f)=0 (resp. P(A)=0)

ot P(f) :amfm+am_1fm_1+...—i—a1f+aoz'dE
(resp. P(A) = a, A™ +apm 1 A"+ oo+ a1 A+ ag 1)



28CHAPITRE 2. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES D’'UN ENDOMORPHISME

Notons que I’ensemble I, des polynomes annulateurs de A est le noyau de I’homomorphisme
de K-algebre ¢ : K[X]| — M, (K) défini par ¢(P(X)) = P(A) pour tout P(X) € K[X].
C’est un idéal de K[ X | engendré par le polynéme minimal de A, I'unique polynéme unitaire
de degré minimal contenu dans I4.

Théoréme 2.4.1 (Caley-Hamilton)
Soit A une matrice carrée d’ordre n et P(X) son polynome caractéristique. Le polynéme
caractéristique de A est un polynome annulateur de A. C’est a dire que l'on a

P(A) = (=1)" A" + (=1)" " Tr(A) A" " 4 - - + det(A) I, = 0.
De méme, on a :

Théoreme 2.4.2 (Caley-Hamilton)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f: E — E un endomor-
phisme de E et P(X) le polynome caractéristique de f. Le polynome caractéristique de f est
un polynome annulateur de f. C’est a dire que l'on a

P(f) = (=1)" f"+ (=1)"'"Tr(f) f"~" + -+ + det(f) idp = 0.

2.5 Propriétés des sous-espaces propres

Proposition 2.5.1 Soient A € M,(K) et A € K. Si A est valeur propre de A alors on a
dimFEy =n—rg(A—\1,).

Preuve
Il suffit d’appliquer le théoreme du rang, puisque F) n’est autre que le noyau de (A — A I,,)
ou f— AT ou f est 'endomorphisme dont la matrice est A.

Proposition 2.5.2 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f :
E — E un endomorphisme de E. Si X est une valeur propre de f alors le sous-espace
propre E est stable par f, c¢’est a dire Vv € Ey, f(v) € Ej.

Preuve (euhh! laissée au lecteur)

Théoreme 2.5.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dimE =n, f: E — FE
un endomorphisme de E. Soient A\, ..., \,, des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f. Alors
la somme Ey, +---+ E), est une somme directe de sous-espaces de E.
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(Attention ! Nous n’avons pas dit que cette somme est directe égale a F. Il s’agit en général,
d’un sous-espace strict de E).

Preuve
Raisonnons par récurrence sur p.

(i) Sip =1, c’est clair.
(i) Cas p = 2.
Il suffit de montrer que Ey, N E,, = {0}. Soit donc = € Ey, N E,,. Alors f(z) = A\ x et

f(z) = Adgx. On a donc \yx = Agz. Dot (A} — Ag)x =0. Or Ay — Ay # 0 d'ou z = 0. La
somme F)y, + F,, est donc directe.

(iii) Supposons le théoreme démontré pour p — 1 sous-espaces propres et démontrons le
pour p sous-espaces propres.
Soit donc x;, i = 1,...,p tels que x; € E), et

xTi+-+2,=0 ().
Alors f(z1+---+x,) =0. On a ainsi
A+ -+ Apx, = 0.
D’autre part, A\, x1 + -+ Ay, = 0. Ainsi
A= Ap) @t 4 (Mgt = Ap) p1 + (A = Ap) 2 = 0

c’est a dire que
(A= Ap)xr+ -+ (A1 = Ap) 71 = 0.

La somme Ey, + -+ + E),_, étant directe on a
Les valeurs \;, i = 1,...,p — 1 étant 2 a 2 distinctes, on a
x =0, Ve=1,...,p—1.

Et d’apres la relation (), on a x, = 0. La somme Ey, +--- + E,  est donc directe.

Corollaire 2.5.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dmFE =n, f: E — E
un endomorphisme de E. St \1,...,\, sont des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f alors
on a

dim £y, +--- +dim E), < n.
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Preuve
C’est immédiat car la somme E)y, +- - -+ £ est une somme directe de sous-espaces vectoriels
de E et I'espace E est de dimension finie, dim £ = n.

Soient A € M, (K) et A € K.
On sait que A est valeur propre de A si et seulement si A est une racine du polynome
caratéristique P4(X) = det(A — X I,). Dans ce cas, le polynoéme caractéristique de A est de
la forme

Pa(X) = (A = X)"Q(X)
ouae N  Q(X) e K[X] avec Q(N) # 0.

Par définition, 'entier v est appelé la multiplicité de la valeur propre A de la matrice A.

Si a = 2 on dit que A est valeur propre double de A. Si @ = 3 on dit que A est valeur
propre triple de A.

Proposition 2.5.3 Soit A € M,(R une matrice carrée d’ordre n. Si A est diagonalisable
dans K alors le polyndme caratéristrique Pa(X) de A est scindé dans le corps K. Dans ce
cas, il est exactement de la forme

Po(X) =[]\ — x)~

=1

ou N, 1 =1,...,p sont les valeurs propres 2 a 2 distinctes de A et «; est la multiplicité de
de la valeur propre \; et > 7 o; =n.

(Attention! La proposition précédente donne une condition nécessaire de diagonalsation.
Cette condition n’est pas suffisante).

Théoreme 2.5.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dmFE =n, f: E — FE
un endomorphisme de E. Si \ est valeur propre de f de multiplicité o alors on a toujours

dim F) < a.

Preuve

Par absurde.
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Supposons dim E\, > « + 1. D’apres le théoreme de la base complete, il existe une base
B = (vy,...,v,) de E telle que v; € E) pouri=1,...,a+ 1. (une telle base est obtenue en
complétant une base de E)).

La matrice de f dans cette base est une matrice carrée (notons-la M) d’ordre n, de la forme

(7 5)

ou D()) est la matrice diagonale d’ordre « + 1,

A0 0
D(\) =
-
0 0 A
On a alors DN X T o
(M_XI”):( <)_0 " O—an_a_l)'

Le polynome caractéristique Pr(X) de f est alors
Pr(X) = det(M — X I,) = det(D(A) — X Tny) det(C' — X Ip_a_1).

Ainsi

Pr(X) = (X =N det(C — X I,_o1).
Ou det(C' — X I,_4—1) est un polynéome en X de degré n — a — 1. Ce qui contredit le fait
que la multiplicité de A est . On a donc dim F) < a.

On retiendra le résultat fondamental suivant.

Théoreme 2.5.3 Soit A € M, (K). Alors A est trigonalisable si et seulement si le po-
lynome caractéristique Pa(X) de A est scindé sur K.
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Chapitre 3

ENDOMORPHISMES (MATRICES)
DIAGONALISABLES

3.1 Criteres de diagonalisation

Proposition 3.1.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f :
E — E un endomorphisme de E. Alors f est diagonalisable si et seulement si il existe une
base de E formée de vecteurs propres de f.

Preuve (euhh! laissée au lecteur).

Théoreme 3.1.1 Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f : E —
E un endomorphisme de E. Si f admet dans K, n valeurs propres 2 a 2 distinctes alors f
est diagonalisable dans K.

Preuve
Supposons que f admette n valeurs propres Aq,..., A\, € K, 2 a 2 distinctes. Soit v; # 0 un
vecteur propre de f associé a la valeur propre \;, pour ¢ = 1,...,n. Alors (vq,...,v,) est

une base de F formée de vecteurs propres de f. D’ou f est diagonalisable dans K .

Attention! La condition du théoreme précédent est une condition suffisante de diagonali-
sation, mais pas nécessaire.
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Théoreme 3.1.2 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f : E —
E un endomorphisme de E. Soient A1, ..., \, les valeurs propres 2 a 2 distinctes de f. Alors

[ diagonalisable << E=FE\ @©---® E),

Corollaire 3.1.1 Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f : E —
E un endomorphisme de E. Soient Ay, ..., \, € K les valeurs propres 2 a 2 distinctes de f.

Alors
[ diagonalisable <« dimE =dimE), +---+dim E) .

Preuve

On a en effet,

dlmE:dlmE)\l—i——i—dlmE)\p -~ E:E)\l@"'@E)\p.

Théoreme 3.1.3 Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n et Po(X) son polynome
caractéristique tel P4(X) =T[_,(N — X)™ ot N\; € K, i =1,...,p sont les valeurs propres
2 a 2 distinctes de A et «; est la multiplicité de la valeur propre \;. Alors

[ diagonalisable dans K <& Vi=1,...,p, dimFE), = q;.

Preuve
Supposons f diagonalisable. Alors E = Ey & ---® E), d’apres le théoreme 3.1.2. On a donc

P
n=dimF =dimFE), + .- +dimE), < Zai:n.

i=1
Donc Y7, dim E), = Y » | o;. Par conséquent, on a

p

Z(ai —dimE),) =0

i=1

d’ou dim Fy, = a; pour i =1,...,p.

Réciproquement, supposons dim Ey, = «; pour ¢ = 1,...,p. Alors >7_ dim E), = n. Le
sous-espace Ey, @ ---® Ey de E est donc de dimension ) ; dim E), = n, Forcement on a

Ey ® - ®E, =E.

D’ou f est diagonalisable d’apres le théoreme 3.1.2 .

On retiendra de méme le résultat important suivant.
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Théoréme 3.1.4 Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n et Pa(X) son polynéme
caractéristique tel P4(X) =T[_,(\i — X)™ ot A\; € K, i = 1,...,p sont les valeurs propres
2 a 2 distinctes de A et «; est la multiplicité de la valeur propre \;. Alors

p
A diagonalisable dans K <& le polynome my(X) = H(X_)‘i) est annulateur de
i=1

Dans ce cas, la polynome ma(X) = [[_,(X — X;) est Uunique polynéme unitaire de K[X]
de degré minimal, annulateur de la matrice A. (Souvent appelé le polynome minimal de A).

1 -2 1

Exercice 3.1.1 Soit A= | —2 0 3 | € M3(R). Vérifier si A est diagonalisable dans R.
1 3 1
2 01

Exercice 3.1.2 Soit B=| 0 3 0 | € M3(R). Vérifier si B est diagonalisable dans R.
1 0 2

Exercice 3.1.3 Soient (uy,,) et (v,) deux suites réelles définies par la relation de récurrence
linéaire suwwante

Un+1 = Up + v,

{ Upy1 = 6u, — vy,

avec ug = 1, vg = 0. Déterminer le terme général de (uy,) et le terme général de (vy,).

Exercice 3.1.4 Déterminer le terme général de la suite récurrente linéaire de sécond degré
(u,) donnée par ug =1, u; = -2 etVneN n>2  u, =u,1+4u, .

3.2 Trigonalisation

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dim ¥ = n, f : E — FE un endomor-
phisme de E. Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n € N*.

Définition 3.2.1 On dit que l’endomorphisme f est trigonalisable dans K si il existe une
base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Définition 3.2.2 On dit que la matrice A est trigonalisable dans K si A est semblable a
une matrice triangulaire supérieure d’ordre n, a coefficients dans le corps K.
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Théoreme 3.2.1 L’endomorphisme f est trigonalisable dans K si et seulement si son po-
lynome caractéristique est scindé dans K, c’est a dire décomposable en produit de facteurs
de degré 1 dans K[X].

Théoréme 3.2.2 La matrice carrée A est trigonalisable dans K si et seulement si son po-
lynome caractéristique est scindé dans K, c’est a dire décomposable en produit de facteurs
de degré 1 dans K[X].

Corollaire 3.2.1 Toute matrice carrée A a coefficients dans le corps C est trigonalisable.

En effet, le corps C est algébriquement clos, c’est a dire que tout polynéme P(X) € C[X]
est décomposable en produit de facteurs de degré 1 dans C[X].

Corollaire 3.2.2 Si K = C alors l’endomorphisme f est trigonalisable dans C.
NB : les 2 résultats ci-dessus sont faux pour K = R.

Remarque 3.2.1 La trace d’une matrice trigonalisable est égale a la somme de ses va-
leurs propres comptées avec le multiplicités. Autrement dit, si A est trigonalisable et
AL, -5 A Sont les valeurs propres de A comptées avec leur multiplicités alors

Tr(A) = i i

En effet, 2 matrices carrées semblables ont la méme trace.

3.3 Quelques applications de la réduction des matrices
carrées

3.3.1 Calcul de la puissance k-ieme d’une matrice carrée

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, dim ¥ = n, f : £ — E un endomor-
phisme de E. Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n € N*.
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1) La matrice est diagonalisable

La matrice A est donc semblable & une matrice carrée diagonale D € M, (K), c’est a
dire qu’il existe une matrice carrée inversible P et une matrice diagonale D d’ordre n telles
que

D=P'AP

Pour tout entier naturel £ on a D* = P~' A* P. Ce qui est équivalent &
Ak = pDF P

Cette derniere relation permet de calculer A* pour tout k& € N.

Exemple

On considere la matrice A = (_23 _12>

1) Calculer A* pour tout entier k € N.
2) En déduire I'expression de la somme partielle S, = Z;’;O AP pour tout entier m € N.

3) Pour tout entier m € N, on pose 1), = 221:0 %.
Calculer
lim 7T,
m—»+oo

Cette limite est souvent notée e?.

(On rappelle que pour tout réel z € R, on a ® = liMyy 100 > o &)

p=0 p!

2) Via un polynéme annulateur

On utilise souvent un polynéme annulateur de A pour calculer les puissances de la ma-
trice A.
Considérons un polynome P(X) € K[X] de degré m annulateur de la matrice A ou de l’en-
domorphisme f associé a A.

Calcul de A* pour k> m, k € N.

D’apres la division euclidienne de X* par le polynome P(X), on sait qu’il existe des po-
lynomes Q(X), R(X) € K tels que
X*F = Q(X)P(X) + R(X)

avec deg R(X) < m.

Il s’en suit que R(X) est de la forme
R(X)=bp oy X™ by s X™ 24+ by X + by
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En remplagant X formellement par la matrice A (ou f), on obtiendra
AP = P(A)Q(A) + byt A" by o A2 by At Do I,
Comme P(A) =0 on a
A = AT by s AT+ A+ by I,
Cette relation permet de calculer A* en fonction des puissances A7 avec 0 < j < m — 1 ol

m = deg (P(X)).

(On calcule de méme f* de la méme fagon).

Remarque 3.3.1 La méthode du polynome annulateur s’ applique en pratique avec le poynéme
minimal ou le polynéme caractéristique qui est annulateur de A et de f. Cette méthode
n’est intéressente que si le polynome annulateur est de degré pas trop €lévé.

2

Exercice 3.3.1 1) Soit A= ( 1

_51 ) Calculer A™ pour tout entier k € N.

0 4

Q)Soz'tB:(l 4

). Calculer B™ pour tout entier k € N.

3.3.2 Systemes différentiels linéaires a coefficients constants
Systémes homogénes

Définition 3.3.1 On appelle systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants
un systeme de la forme

( dy
p +aiys+ ...+ ainYn
Y2
— =a +a + ...+ G2 Yn
dr 21 Y1 22 Y2 2n Y (3.1)
Ay
dr Ap1 Y1 + Ap2Y2 + ... + App Yn
\ X
Dans lequel les y;, i = 1,...,n sont des fonctions définies continues dérivables de la variable

réelle ou compleze x et les a;; (1 <1, j < n) sont des éléments donnés du corps commutatif
K=RouC. Ce systeme s’écrit en abrégé

dy; & . .
dy:E @ij Yj 1<i<n, €N
x

i=1
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Interprétation matricielle

Considérons la matrice A = (a;;) avec 1 < 4,5 < n des coefficients du systeme dans la
base B = (e, ...,e,). Posons

dn
Y1 dr
dy :
Y ey _— =
L da :
Yn dyn
dx
avec ces notations, on a
ay
— =AY 3.2
o (3.2)

Le systeme (3.1) et I’équation matricielle (3.2) sont équivalents.

Changement de base

Effectuons un changement de base défini par la matrice de passage P et une nouvelle
composante
Uy
U=1:1, Y=PU (3.3)

Unp,

La matrice A étant indépendante de la variable x, la matrice de passage P est également
indépendante de = et on a la relation suivante

dY dU
-~ —_p= 3.4
dzx dx (3-4)
et 'équation (3.2) s’écrit
P d—U =APU
dx
comme P est inversible on a i
— =pPlAP .
. U (3.5)
on a ainsi i
= A .
. U (3.6)

on A =P 1AP.
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Nous distinguerons deux cas .
1) La matrice A est diagonalisable

Alors, il existe une matrice diagonale A" et une matrice inversible P telle que A" = P~' A P.
Dans ces conditions la relation (3.6) s’écrit

( du
—xl—/\lul
U
du
_n:)\n n
\ dx ¢

Ce systeme se résoud facilement. On a

U, = Cp, e’M?®

ol les scalaires C; sont des constantes arbritraires. On acheve la résolution de 1’équation
en utilisant le changement de base défini par la relation (3.3).

Exemple

Résoudre le systeme

d
%:2%4‘3/2
x

d
=2 - =3y — 2Y»

dx

2) La matrice A n’est pas diagonalisable
On utilise une réduite triangulaire semblable. Exposons la méthode sur un exemple.

Exemple
Résoudre le systeme

—— =~ +2y
T

——==2y1 + 3y
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Remarque 3.3.2 Le lecteur est prié de s’informer de méme sur les Systémes différentiels
linéaires affines.
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Chapitre 4

POLYNOMES
D’ENDOMORPHISMES

Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. On considere 1’application
¢ : K[X]| — M, (K)

définie par (P (X)) = P(A) pour tout P(X) € K[X]. Cette application vérifie les propriétés
sulvantes.

VP QeK[X], onap(P+Q)=q¢P)+eQ)
2) VP, QeK[X], onap(PQ)=w(P)pQ)

I VAeK, VP eK[X], onapAP)=Ap(P)

Ce qui permet de dire que 'application ¢ est un morphisme d’anneaux et un morphisme
d’espaces vectoriels.
L’image Imep de ¢ est a fois un K-sous-espace de M,,(K) et un sous-anneau commutatif de

Soit I4 le noyau de ¢ (i.e, Iy = ker(y)). Alors I4 est exactement égal a 'ensemble de
tous les polynomes de K[X| annulateurs de la matrice A. C’est un idéal de I"anneau princi-

pal K[X]. On a donc I4 = T(X)K[X] pour un certain polynome 7'(X).

Montrons que I4 # {0}.

43
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Rappelons que dim M, (K) = n? Considérons les vecteurs I,,, A, LA™ de M,(K). On
a n? + 1 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n?. Ces vecteurs sont donc liés dans
I'espace M,,(K), c’est a dire qu’il existe des scalaires ay, . .., a,2 € K, non tous nuls, tels que

anzA"2+---+aofn:0.

Le polynome P(X) = a2z X "’ 4 ... 4 qg est donc non nul, & coefficients dans K, annulateur
de A, donc élément du noyau 4, d’ou 14 # {0}.

(Notons que d’apres le théoreme de Caley-Hamilton le polynome caractéristique Pa(X) est
un élément de I,).

Considérons a présent I’ensemble

A={deg(Q)/Qels, Q#0}.

Alors A est une partie non vide de N, donc A admet un plus petit élément dans N. Il existe
donc un polynoéme M (X) dans K[X] tel que

M(X) =min{degr(Q)/Q € I4, Q #0}.

L’idéal principal I4 est engendré par M(X). Quitte a multiplier M(X) par Iinverse du
coefficient du monone de plus haut degré, on peut supposer que le polynome M (X) est
unitaire. C’est alors I'unique polynome unitaire de degré minimal dans 14, annulateur de la
matrice A. Il est souvent noté m4(X).

Définition 4.0.2 Le polynome unitaire m4(X) est par définition le polynéme minimal
de la matrice A.

Proposition 4.0.1 Le polynome minimal ma(X) de la matrice carrée A divise tout po-
lynome de K[X] annulateur de A. En particulier, le polynéme minimal ma(X) de A divise
le polynome caractéristique Ps(X).

On retiendra le résultat important suivant (confere Théoreme 3.1.4, page 35).

Théoréme 4.0.1 Soit A € M,(K) une matrice carrée. Alors la matrice A est diagonali-
sable dans K si et seulement si, son polynéme minimal ma(X) est scindé simple dans K.

Remarque 4.0.3 (trés important!)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finin # 0 et f : E — E un endomorphisme de
E.
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1) Tous les résultats précédents subsistent si 'on considére lapplication ¢ : K[ X] — Lg(FE)
définie par P — P(f) ot Lx(FE) est l’espace vectoriel des endomorphismes de E, qui a aussi
une structure d’anneau.

Rappelons que M, (K) est isomorphe a Lx(E).

2) L’image Im1 de ¢ est l’ensemble des polynémes de l’endomorphismes f de E.
C’est a la fois un K-sous-espace de Lx(E) et un sous-anneau commutatif de Ly (E).

3) Si A est la matrice de f dans une base quelconque de E alors le polynome minimal
mys(X) de f est exactement égal au polynome minimal ma(X) de A.

On peut donc énoncer.

Théoreme 4.0.2 L’endomorphisme f est diagonalisable dans K si et seulement si, son
polynome minimal my(X) est scindé simple dans K.

4.1 Propriétés des polynomes d’endomorphismes

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finin # 0 et f : £ — E un endomorphisme
de FE.

Proposition 4.1.1 Soient P, Q € K[X]. Alors on a

(PQ)(f) = P(f)Q(f) = Q(f) P(f)

Preuve
il suffit d’utiliser le morphisme v et la commutativité de 'anneau K[X]. Le résultat suivant
nous sera utile

Lemme 4.1.1 Soient Py, Ps,..., P, € K[X] des polynomes 2 a 2 premiers entre eux
(k> 2,k €N). On pose P = Py...Py. Alors les polynomes P, et P sont premiers entre
eur.

Preuve
Supposons les polynémes Pi, Ps, ..., P, € K[X], 2 & 2 premiers entre eux. Soit T'(X) un
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diviseur commun de P, et P = P,... P;. On peux supposer que T'(X) est irréductible dans
K[X] (sinon, prendre une composante irréductible de T'(X)). Ainsi 7'(X) est un polynome
irréductible qui divise P; ... P;. Nécessairement, 7'(X) divise I'un des polynémes P;, j €
[[2, k]]. Comme pged(Py, P;) = 1 pour tout i € [[2, k]] Alors T'(X) est un polynoéme constant,
non nul. Donc les polynémes P, et P = P, ... P, sont premiers entre eux.

Théoréme 4.1.1 Soient P, ) € K[X].
Si P et () sont premiers entre eux alors la somme ker P(f)+ker Q(f) est directe et égale
a ker(P(f)Q(f)) autrement dit, on a

ker(P(f) Q(f)) = ker P(f) & ker Q().

Preuve
Supposons P et () sont premiers entre eux.
Montrons d’abord que la somme ker P(f) + ker Q(f) est directe. Il suffit de prouver que

ker P(f) Nker Q(f) = {0}.

Soit x € ker P(f) Nker Q(f). Comme P et () sont premiers entre eux, d’apres 'identité de
Bézout, il existe U(X), V(X) € K[X] tels que

UX)P(X)+V(X)Q(X)=1.
On en déduit que
U(f) P(f)+ V() Q(f) = idg.
On a alors
U(f) P(f)(@) + V() QU)(@) = idp(z) =2 (x)

Comme x € ker P(f) alors P(f)(z) = 0 et comme x € kerQ(f) alors Q(f)(z) = 0. La
relation (x) implique que = 0. D’ou ker P(f) Nker Q(f) = {0}.
La somme ker P(f) + ker Q(f) est donc directe.

Montrons a présent que ker(P(f) Q(f)) = ker P(f) + ker Q(f).
Soit x € ker P(f) + ker Q(f). 1l existe z1 € ker P(f) et xo € ker Q(f) tels que
T =1+ To.

On a alors

P(f)Q(f)(x) = P(f) Q(f)(z1) + P(f) Q(f)(x2)
Or

P(f)QUf)(z1) = Q(f) (P(f)(z1)) = Q(f)(0) =0
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et
P(f) Q(f)(x2) = P(f)(Q(f)(x2)) = P(f)(0) = 0.

Par conséquent P(f)Q(f)(x) =0 d'ou x € ker(P(f)Q(f)) et
ker P(f) + ker Q(f) C kex(P(f) Q(f).
Soit & € ker(P(f) Q(f). Alors P() Q(f)(x) = 0 et Q(f) P(f)(x) =

D’apres la relation (%) on a

U(f) P(Hx) + V() QUf)(x) = =

Posons
v =U(f)P(f)(x) et vo=V(f)Q(f)(x).

Alors Q(f)(v1) = 0 et P(f)(v2) = 0. Donc vy € ker Q(f) et vo € ker P(f) et @ = v1 +v9 €
ker P(f) + ker Q(f). D’ou

ker(P(f) Q(f) € ker P(f) + ke Q(f).
On a donc ker(P(f) Q(f)) = ker P(f) + ker Q(f). En somme

ker(P(f) Q(f)) = ker P(f) @ ker Q().
cqfd.

Corollaire 4.1.1 Soient Py, Py, ..., P, € K[X] des polynomes 2 a 2 premiers entre eux
(k>2,keN). Pour touti=1,... k, on pose u; = P;(f). Alors

la somme Zle ker u; est une somme directe de sous-espaces vectoriels de E et est égale a
ker(uj oug o ---owuy). Autrement dit, on a

ker(uy ougo---oug) = keruj; @ kerug @ - - - @ ker uy.

Preuve

Par récurrence sur k.

C’est vrai pour k = 2 (voir le théoreme 4.1.1).

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang k£ et montrons que c’est vrai au rang k + 1. Soient
Py, Py, ..., Py € K[X] des polynomes, 2 a 2 premiers entre eux. Posons P = P; Py ... Py et
@ = Pyyq. D’apres le lemme 4.1.1, les polynomes P = P| P, ... P, et () = Py, sont premiers
entre eux. D’apres le théoreme 4.1.1, on a

ker (P(f)Pr1(f)) = ker P(f) @ ker Pea(f) (%),

On sait par ailleurs que

P(f) = (P Py... B)(f) = P(f) Pa(f) .. Bi(f)-
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D’apres I'’hypothese de récurrence, on a
ker(P(f) Py(f) ... Pe(f)) =ker Pi(f) @ ... B ker P(f).
C’est a dire que
ker(ujougo---oug) =keru; @ kerus ® -+ ® ker uy ().
D’apres () et (xx), on a
ker(uy o ug o -+ ouy o ugyy) = keruy @ kerug @ -+ - @ ker ug, © ker ug .
C’est donc vrai pour k + 1. D’ou le résultat.

cqfd.

Corollaire 4.1.2 Soient Py, Py, ..., P, € K[X] des polynomes 2 a 2 premiers entre eux
(k> 2,k eN). Pour touti=1,...,k, on pose u; = P;(f).

Si urougo...ou, =0 alors E =keru; ®kerus® ---® keruy.
Preuve (euuh! laissée au lecteur).

Corollaire 4.1.3 Soit Q(X) € K[X] tel que Q(X) = [T, (\i — X)™, les Ny i = 1,... .k
étant 2 a 2 distincts et m; e N* i =1,... k.

Si Q(f)=0 alors E=Xker(f—A\idg)™ @ - @ker(f — \gidg)™.

4.2 Sous-espaces caractéristiques

Par la suite, tous les polynomes caractéristiques considérés seront supposés scindés sur
le corps K.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, dimE = n et f : ¥ — FE un endo-
morphisme de E. Le polynome caractéristique de f est de la forme

k

Pr(X) =[x = x)

i=1

oules \;,  =1,...,k sont les valeurs propres, 2 a 2 distinctes de f et a; e N*, ¢+ =1,....k
la multiplicité de la valeur propre \;, avec > ., o; = n.
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Définition 4.2.1 Le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre \;,
souvent noté Cy, ou Ny,, est par définition le noyau de l’endomorphisme (f — \;idg)*, c’est
a dire

Cy, = ker(f — \;idp)™.

Théoreme 4.2.1 L’espace vectoriel E est somme directe des sous-espaces caractéristiques
de f. Autrement dit, on a toujours l’égalité

E = ker(f — )‘z idE)al DD ker(f — )\Z idE>ak.

Preuve
D’apres le théoreme de Caley-Hamilton, on a P(f) = 0. Il suffit alors d’appliquer le corollaire
4.1.3.

Remarque 4.2.1 Pour tout scalaire A € K et tout entier m € N* on a
ker(f — Nidg) C ker(f — Nidg)™

En particulier, le sous espace propre de f associé a la valeur propre \; est contenu dans le
sous espace caractéristique de f associé a \;, c’est a dire que

ker(f — Nidg) C ker(f — \;idg)™.

Proposition 4.2.1 Les racines du polynome minimal de f sont exactement les valeurs
propres de f. autrement dit, le polynome caractéristique Pr(X) de f et le polynome minimal
mys(X) de f ont les mémes racines.

Preuve
Soit
k
Pr(X) = [T = x)
i=1
le polynome caractéristique de f, ou les A\;, = = 1,...,k sont les valeurs propres, 2 a 2

distinctes de f et a; € N*, ¢ =1,...,k la multiplicité de la valeur propre A;. On sait que le
polynome minimal m;(X) de f divise son polynome caratéristique. Donc m;(X) est de la
forme m ;(X) = [T_ (X — \;)% avec

0<8 <

I1 suffit donc de prouver que
Bi>1
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pour tout : =1,..., k.
On peut écrire ms(X) sous la forme

my(X) =X +a, 1 XP '+ ... +a X +ag

avec p = Zle ;. Rappelons que my(f) = 0. On a

me(f) =" +apr /4 tan ftagide (%)
Soit x € E,x # 0, un vecteur propre de f associé a la valeur propre A € Spec(f). On a

Pa)=Na

pour tout entier j € N. D’apres la relation () on a

fP(x) + apy [P @) + -+ an f(2) + agidp(x) = 0
Donc

Ny+a, NN o+ +a Az +apz =0

On déduit que
(W +a, 1 XN+t a N tag)r=0

c’est a dire que
mi(N)z =0

comme z est un vecteur non nul de E alors ms(A) = 0. D’ou A est racine du polynéme
minimal m(X) de f. En somme on a
Bi>1

pour tout 1 =1, ..., k.
cqfd.

Proposition 4.2.2 Soit Pr(X) = Hle()\i — X)% le polynéme caractéristique de f, ot
les \j, 1 =1,...,k sont les valeurs propres, 2 a 2 distinctes de f et a; € N*, i =1,...,k la
multiplicité de la valeur propre \;, et my(X) = Hle(X — \i)% le polynéme minimal de
f. Alors on a

ker(f — \; idg)® = ker(f — \; idg)®

pour tout 1 =1,..., k.

Preuve
Posons
M; = ker(f — \jidg)?’ et N; =ker(f — \;idg)*
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pour tout: =1,...,n.
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Rappelons que P;(f) =0 et m(f) = 0. Les polynémes (X — \;)%, i =1,...,k étant 2 & 2

premiers entre eux, on a, d’apres le corolaire 4.1.3
E =ker(f — \idp)™ @ -+ @ ker(f — A\ idp)™
c’est a dire
E=M®- & M, (1)

On sait que
E= ker(f — )\1 idE)al D---D ker(f - )\k idE)ak

c’est a dire

E=N & - -® Ny (2)
Pour tout ¢ =1,...,k on a
M, C N; (3)
car §; < a;. Ainsi, dim M; < dim NV; pour tout ¢ = 1,..., k. D’apres les relations (1) et (2)
on a
k k
ZdimMi =n= ZdimNi.
i=1 i=1
On a alors i
> (dim N; — dim M;) = 0.
i=1

Ce qui est une somme finie d’entiers naturels.Nécessairement, on a

pour tout entier ¢ = 1,... k et la relation (3) implique que M; = N; pour tout ¢ =1, ...

cqfd.

Exercice
Montrer que pour tout entier m > 5; on a

ker(f — N\jidg)™ = ker(f — \;idg)™.

4.3 Propriétés des sous-espaces caractéristiques

k.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dim ¥ =n et f : £ — E un endomor-

phisme de E. Soit P¢(X) le polynome caractéristique de f. On sait que Pp(X) s’écrit

k

Pr(x) = [T = x)

=1
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oules \;, e =1,...,k sont les valeurs propres, 2 a 2 distinctes de f et a; e N, i =1,...,k,
la multiplicité de la valeur propre \;, avec Zle a; = n. Soit

k

my(X) = [ (X —x)*

i=1
le polynéme minimal de f. On pose
Ni = ker(f — >\z ZdE)aL

pour tout ¢ =1,... k.

Pour tout 7 =1,...,k, on note f; la restriction f,y, de f au sous-espace N;.

Théoreme 4.3.1 La dimension du sous-espace caractéristique N; de f associé a la valeur
propre \; est égale a l'ordre de multiplicité o de la valeur propre \; dans le polynome ca-
ractéristique de f, c’est a dire que

pour tout 1 =1,..., k.

Preuve

Posons d; = dim N; pour tout tout ¢ = 1,...,k. On rappelle que £ = N; & --- & Nj. Soit
B; une base de N;, i=1,...,k. Alors B = UleBi est une base de E. La matrice M de f
dans la base B est de la forme (attention a 'ordre!) :

AL O ... O

mM=| 9 (+)
)
O ... O A

ou chaque A; est une matrice carrée d’ordre d;.

On a
Ai—X1, O ... O
M-XI, = 0
: ST O
O o O Ay —X1,

Pp(X) = det(M — X I,,) = [[r_, det(A; — X I,). Or det(A; — X 1) est le polynome carac
téristique de 'endomorphisme f; = f/n, donc det(A; — X ;) = (A, — X)% et

k

Py(x) =[] = x)*

=1
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On a nécessairement d; = «; pour tout entier © = 1,...,k. Donc dim N; = «a; pour tout
i=1,....,k.
cqfd.

Remarque 4.3.1 La forme matricielle (%) de la preuve précédente est appelée la réduction
de f suivant ces sous-espaces vectoriels caractéristiques.

Proposition 4.3.1 Pour tout i = 1,...,k, le sous-espace caractéristique N; est stable par
f, c’est a dire que

Vo e ]\/Vi7 f(l’) € Nz

En particulier, f; : N; — N; est un endomorphisme de N;.

Preuve (exercice!)

Théoreme 4.3.2 Pour touti=1,...,k, le polynome minimal de [’endomorphisme f; est

mp(X) = (X =)

Rappelons que N; = ker(f — \;jidg)® = ker(f — \;idg)® Alors pour tout € N;, on a
(fi — M\iidg)P (x) = 0. Donc le polynome (X — \;)% est un polynoéme annulateur de f;. Par
conséquent, \; est I'unique valeur propre de f; et le polynéme minimal my,(X) de f; associé
A cette valeur propre )\; divise donc (X — );)%. Il est donc de la forme

my,(X) = (X = X)”

avec 0; < ;, 0; € N*.
Montrons a présent que Ve =1,...,n, 6, =73,

Supposons le contraire, c’est a dire qu’il existe p € [[1,k]] tel que 6, < [3,. Considérons
le polynome

k
RX)=(X-X3)" J] &X-x)°
i=1,1#p

On a .
R(f) = (f = Npidp)™ ] (f = Nidg)”
i=1,1#p

L’endomorphisme (f — ), idg)% s’annule en tout point de N, et pour tout i € [[1,k]],
'endomorphisme (f — \; idg)” s’annule en tout point de N;.
Soit x € E. D’apres le théoreme 4.2.1, x s’écrit de fagon unique

x:ffl"’"'“f‘xk
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avec r; € N;.
Déterminons R(f)(x).

Il est clair que
R(f)(x) = R(f)(xi) + - + R(f)(xx)
Nous allons distinguer 2 cas pour le calcul de R(f)(z;), j=1,...,k.

ler cas: j=p

On a

car T, € Np.
2eme cas : j £ p
On a R(f)(w;) = [(f = Apide)’ TTi_y 1) (f — Aiidig)*](x;). Comme

R(f) = (f=XNide)[ [ (f = Nide)*](f = Ajidg)®

i=1,itp, it

alors R(f)(z;) =0 car z; € N;.

En somme, pour tout j = 1,...,k on a R(x;) = 0. Par conséquent R(f)(z) = 0 pour
tout x € E. D’ou R(f) = 0, c’est a dire que le polynome R(X) est annulateur de f. Il est
donc divisible par le polynome minimal de f. Ceci est contradictoire au regard de I'expres-
sion de R(X). On a donc 6; = f3; pour tout i = 1,...,n. Le polynome minimal de f; est
donc

4.4 Forme réduite de Jordan

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans le corps K.
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Définition 4.4.1 Une matrice carrée M d’ordre n est appelée matrice de Jordan si il
existe un scalaire A € K tel que

A &1 0 0
0 A €9
M = 0
0
€n—1
0 0 A

avec €; € {0,1}.

On retiendra le résultat important suivant

Théoréme 4.4.1 (Théoréme de Jordan) Toute matrice carrée A d’ordre n triangulari-
sable est semblable a une matrice de la forme

Jo O ... O
7=

: .0

O ... O J,

ot chaque J; est matrice de Jordan. Cette forme est appelée forme réduite de jordan de
la matrice A

A suivre!!!!
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Exercices

Exercice 0
Diagonaliser les matrices suivantes

0 2 -1 0
A=13 -2 0 B=1-2
-2 2 1 2 =3

On donnera aussi la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs propres.

Exercice 1
1) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de 'endomorphisme 1 de R[X] défini

/

par Y(P) =P

2) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de ’endomorphisme ¢ : C*°(R) —

’

C>°(R) défini par ¢(f) = f .

3) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de ’endomorphisme ¢ de R[X] défini
par :
O(P)=2X+1)P+(1-X)P

Exercice 2
Soit a un réel. A tout polynoéme P de R[X], on associe ¢(P) défini par :

oP)e) = —— [ Ploya

Tr—a

1) Prouver que, pour tout entier n > 0, ¢ induit un endomorphisme de R, [X].
2) Montrer que cet endomorphisme de R, [X] est diagonalisable.

Exercice 3
1) Soit A = (a;;) une matrice de M,,(C) telle que

Vi e [[1,n]], Z |ai;| < |ag] (1)

1<j<n, i#j

o7
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(Une telle matrice est appelée matrice a diagonale strictement dominante.)
Montrer que A est inversible.
(Ce résultat est connu sous le nom de Théoreme d’Hadamard)

2) Soit A = (a;;) une matrice de M,,(C). Soit A € C tel que

Vie[Lnll, Y lagl <law—Al

1<j<n, i#j

Montrer que A n’est pas valeur propre de A.

Exercice 4

a 1 1

Soit a € R. On considere la matrice A= |1 a 1 |. Montrer que A est diagonalisable et,
1 1 a

lorsque k € N, calculer A* de deux manieres différentes.

Exercice 5
Soit K un corps commutatif et A € My(K).
1) Montrer que

A? — (trA) A+ (det A) I, = 0.
2) En déduire que :

i) det A = $[(trA)? — trA?).
ii) Si trA # 0, alors toute matrice qui commute avec A? commute aussi avec A.

Exercice 6
On considere la matrice carrée réelle A suivante.

1) Calculer A™ pour tout n € N.

2) Pour tout entier naturel p € N, on pose
p
An
=2
n=1

i) Déterminer 1'expression matricielle explicite de S, pour p € N.

ii) En déduire la limite suivante
S= lim S,

p——+o0o
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o0 a:")

4 . Tr __
(on rappelle que, pour tout nombre réel z, on a : e* =) 7 5

Exercice 7
Montrer que les suites réelles (), (yn), (z,) définies par leurs premiers termes xg, yo, 2o €t
la relation de récurrence :

_ 1 1 1
xn—l—l_ﬁxn—i_zyn"_zzn

VneN ynJrl:%an—i_%yn_‘_izn

1 1 1
Zn+1—zxn+zyn+§zn

sont toujours convergentes et exprimer leurs limites en fonction de xg, ¥, 2o.

Exercice 8
Soit m un nombre réel et f 1”endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique

est
1 0 1

A= -1 2 1
2—m m—2 m

1) Quelles sont les valeurs propres de f 7
2) Pour quelles valeurs de m I’endomorphisme est-il diagonalisable ?

Exercice 9
Soit f : E — Eun endomorphisme du K-espace vectoriel E tel que f? = idg. Montrer que

E =ker(f —idp) ® ker(f> + f + idg)

Exercice 10
Soit un entier n < 2 et M une matrice de M,,(C) telle que

M?*=2M* - M

1) Quelles sont les valeurs propres possibles de M ?
2) Montrer que M est diagonalisable si, et seulement si

rg(M — 1)) = rg(M?* — 2 M + I,,)
Exercice 11

Soit @ un nombre réel non nul. On considere la matrice réelle A = 1 -1 0

1) Montrer que A n’est pas diagonalisable dans R. Justifier qu’elle est trigonalisable dans
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R?
2) Déterminer une base (Vi, Vs, V3) de R3 telle que

AVi=-V, AVa=Vi-V,, AWz=V, -V
Calculer A™ pour tout entier n de Z.
Exercice 12

Dites si les matrices a coéfficients réels suivantes sont diagonalisables dans R. Sinon les
trigonaliser si possible :

2 0 1 8 -1 -5
A=|1 10|,B=[-2 3 1
—1 1 3 4 -1 -1

Exercice 13

On considere la matrice G 1) et la matrice par blocs

1) Calculer M? et M3. En déduire que M est diagonalisable.
2) Déterminer le polynome minimal et le polynéme caractéristique de M.
3) Déterminer M", Vn € N, puis

M — 1 n

n=0

Exercice 14
Soient A, B € M, (K) ou K est un corps commutatif. On se propose de montrer que AB et
BA ont le méme polynome caractéristique (et donc les mémes valeurs propres).
Soient A%, B*, (X € K) les matrices par blocs de My, (K) :

A M, (B =)L
v )=

1) Calculer A*B* et B*A\ (Faire les produits par blocs).

2) Calculer det(AyB,) et det(ByA,). En déduire que Pap = Ppa.

3) Montrer que si f et g sont deux endomorphismes dun K-espace vectoriel de dimension fi-
nie, alors fog et go f ont le méme polynéme caractristique (donc les mémes valeurs propres).

Exercice 15 Résoudre le systeme d’équations différentielles linéaires suivant dinconnues
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les fonctions x, y, z de la variable t :

( dx 49
— =z —z
dt Y
dy .
VneN %:2x+y—z+smt
dz +4 /
— = —x —2+4z — cos
\ dt

QUELQUES SUJETS

Sujet 1

Durée : 2 h 40 mn
NB : la clarté de la rédaction sera notée!

Devoir (Réduction des Endomorphismes)

Exercice 1 (Questions de cours) (6 points)

Soient K un corps commutatif, unitaire et £ un K-espace vectoriel de dimension n et
f: E — E un endomorphisme de E dont la matrice dans une base de E est A € M,,(K).
a) Rappeler la définition de vecteur propre de f.

b) Enoncer 2 conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisation de A.

¢) Enoncer une condition suffisante mais non-nécessaire de diagonalisation de A.

d) Enoncer une condition nécessaire mais non-suffisante de diagonalisation de A.

Exercice 2 (6,5 points)

On considere application ¢ : R[X] — R[X] définie par P(X) — 2P(X) + X P'(X).

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

2) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢.

Exercice 3 (7,5 points)
On considere la matrice carrée réelle A suivante.

=)
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1) Calculer A™ pour tout n € N.
2) Pour tout entier naturel p € N, on pose
p
A’VL
S =21
n=1

i) Déterminer 'expression matricielle explicite de S, pour p € N.

ii) En déduire la limite suivante

S= lim S,
p——+oo
, Y +oo "
(on rappelle que, pour tout nombre réel x, on a : e* =) 7 7).

Sujet 2

Durée : 2 heures
NB : la clarté de la rédaction sera notée!

Examen de deuxieme Session
(Réduction des endomorphismes)

Exercice 1 (Questions de cours)
Soient K un corps commutatif, unitaire et E un K-espace vectoriel de dimension n et
f: E — E un endomorphisme de F dont la matrice dans une base de E est A € M,,(K).

a) Rappeler la définition de vecteur propre de f.

b) Enoncer 4 conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisation de A.

¢) Enoncer une condition suffisante mais non-nécessaire de diagonalisation de A.
d) Enoncer une condition nécessaire mais non-suffisante de diagonalisation de A.

Exercice 2

On considere la matrice réelle B = ( 213 _14 )

1) Calculer B™ pour tout entier n € N.

(On rappelle que pour tout nombre réel 6 on a cosf = M et sinf = eieg‘fie)
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2) Donner une expression matricielle explicite de la matrice suivante :

S, = Zn: B*
k=0

ou n € N (on convient que B = I).

Exercice 3
Soit a,b € R et, A la matrice suivante

1 —a —a 1
1-b a a—1 -—b

b —a 1—a 1+5b

0 a a 0

1) A quelles conditions sur a et b, la matrice A est-elle diagonalisable ?
2) On suppose a =0 et b = 0.
i) Justifier que A(A— 1) =0.

ii) En déduire A", n € Net (A+1)"".
Sujet 3

Durée : 2 h 40 mn
NB : la clarté de la rédaction sera notée!

Devoir (Réduction des Endomorphismes)

Exercice 1 (Questions de cours) (6 points)

Soient K un corps commutatif, unitaire et £ un K-espace vectoriel de dimension n et
f: E — E un endomorphisme de F dont la matrice dans une base de E est A € M,,(K).
a) Rappeler la définition de vecteur propre de f.

b) Enoncer 2 conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisation de A.

¢) Enoncer une condition suffisante mais non-nécessaire de diagonalisation de A.
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d) Enoncer une condition nécessaire mais non-suffisante de diagonalisation de A.

Exercice 2 (6,5 points)

On considere application ¢ : R[X] — R[X] définie par P(X) — 2P(X) + X P'(X).
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

2) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

Exercice 3 (7,5 points)
On considere la matrice carrée réelle A suivante.

=61

2) Pour tout entier naturel p € N, on pose

1) Calculer A™ pour tout n € N.

p An
Sp — F

n=1

i) Déterminer 'expression matricielle explicite de S, pour p € N.

ii) En déduire la limite suivante
S = lim S,
p——+o00
+oo g )

A . Tr __
(on rappelle que, pour tout nombre réel z, on a : e* = ) %) 5
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Sujet 4

Durée : 2 h 05 mm
NB : la clarté de la rédaction sera notée!

Examen (Reduction des Endomorphismes)
(Premiere Session)

Exercice 1 (6 points) (Questions de cours)

Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et f : E — FE un endomorphisme de E
dont la matrice dans une base de E est A € M,(R).

1) Enoncer 4 conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisation de A.
2) Prouver que si A2 —3 A+ 21, =0 alors A est diagonalisable dans R.

Exercice 2 (7 points)

On considere la matrice réelle B = ( i’ _14 )
1) Calculer B™ pour tout entier n € N.

2) Donner une expression matricielle explicite de la matrice suivante :

S, = zn: B*
k=0

ou n € N (on convient que B = I,).
Exercice 3 (7 points)

Montrer que les suites réelles (x,), (Yn), (z,) définies par leurs premiers termes xq, Yo, 2o
et la relation de récurrence :

1 1 1
Tn+1 =§$n+zyn+12n

VneN yn+1:%xn+%yn+}1zn

_ 1 1 1
Zn+1—zxn+zyn+§zn

sont toujours convergentes et exprimer leurs limites en fonction de xg, yo, 2o.
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Sujet 5

Durée : 3 heures
NB : la clarté de la rédaction sera notée!

Examen - Sesion 1
(Réduction des Endomorphismes)

Exercice 1 (3 points)
1) Soit £ un R-espace vectoriel et f : E'— E une application linéaire bijective. Soit A € K.

Monter que si A est une valeur propre de f alors A # 0 et 3 est valeur propre de f~! (la

bijection réciproque de f).

Exercice 2 (3 points)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0 et g : F — FE une application
linéaire. On suppose que tout vecteur v # 0 de E est vecteur propre de g.

Montrer qu’il existe un scalaire A € K tel que g = Aidg ou idg est 'application identité de F.
Exercice 3 (8 points)

Soit E = R, [X] l'espace vectoriel réel des polynomes de degré < n. Pour tout élément
P(X) € E, on pose

p(P(X)) = (X* = 1) P'(X) = n X P(X)
1) Rappeler la dimension de E.
2) Prouver que ¢ est un endomorphisme de F
3) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢

4) Prouver que ¢ est diagonalisable dans R.

5) Pour n = 2 déterminer une base de E formée de vecteurs propres de ¢ ainsi que la
matrice M de ¢ dans cette base.

Exercice 4 (7,5 points)

On considere la matrice réelle A = 1 -1 1

1) Calculer A™ pour tout n € N.
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On considere trois suites réelles (u,), (v,), (w,), n > 0 vérifiant
Upt1 = —Up + Uy + Wy
Upt1 = Up — Up + Wy

Wpt1 = Up + Up — Wy

2) Déterminer les termes généraux de (uy,), (v,), (wy,), en fonction de ug, vy, wo.

3) A quelles conditions sur ug, v, wy ces trois suites sont-elles convergentes 7



